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　正則関数の性質を調べていくための出発点はコーシーの積分定理ですが、その前に少し準備が必要

です。コーシーが学生のために書いた「微分積分学要論」（共立出版）という本がありますが、そこ

から始めようと思います。
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　任意の関数��\ I� 
[ ��の導関数は　�\� I �� 
[  
G\
G[
� �と表現しますが、

関数の微分は　�G\ I �� 
[ G[� �と表現されます。

このような書き方は高校ではあまり出てきません。

コーシーの本には

　�G�D[ 
�E  DG[�　　� QG[  �Q �Q[ G[�

　�GVLQ[ FRV[G[�　　�GORJ[ 
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G[�

などが出てきます。関数のわずかな変化��G\��は　変量��[��の変化��G[��に対して

[��に依存する値��I �� 
[ ��を掛けたものになるということです。
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　微分の公式なども出てきます。

　�X���Y���Z��が��[��の関数のとき

（�）�V X�Y�Z�　ならば　�GV GX�GY�GZ �

（�）�V XYZ�　ならば　�ORJV ORJX�ORJY�ORJZ �　より
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　　�G� 
XYZ  GX･Y･Z�X･GY･Z�X･Y･GZ�　　と表されます。

（�）�V X�LY �（複素関数の場合）　ならば　�GV GX�LGY �　となります。

　　�V FRV[�LVLQ[ �　のとき　つまり　�V L[H �　のとき

　　�GV �VLQ[ ･G[�LFRV  ･[ G[ L� 
�FRV[ LVLQ[ G[ �　となるので

　　�GV LVG[ �　つまり　　� L[GH  L[LH G[�　が成立します。

このように、高校から大学に進んだとき、微分の形式に戸惑うような感じがします。

���

　正則関数を学ぶにあたって最も基本となる、コーシーの積分定理を挙げます。

　　　　コーシーの積分定理

　　　�I� 
] ��は単連結領域��'��で正則、　�&��は�'��内の単純閉曲線　とする

　　　　　�' &
 I� 
] G] ��　　が成立する

　この定理の証明はいくつかありますが、グリーンの定理を用いた方法をとります。

複素積分になれることとコーシー�リーマンの関係式を使って簡潔に証明できる利点があります。

第��回　コーシーの積分定理
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　　　　　グリーンの定理

　　　単純閉曲線　Ｃ　で囲まれた領域��'��で

　　�3� 
[���\ �����4� 
[���\ ���が��&�'��で連続な偏導関数を持つとき

　　　�' & � 
�3G[ 4G\  �' � ���
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,\
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G[G\ �　　が成立する

（証明）

左辺の積分を�つに分けて計算します。
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これらの�つの結果をまとめると

　　　�' & � 
�3G[ 4G\  �' � ���
,3

,\
,4

,[
G[G\ �　　となります。
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　いよいよコーシーの積分定理です。

（証明）　�I� 
]  X� 
[���\ �LY� 
[���\  X�LY�　は曲線��&��上で連続

　　�] [�L\ �　より　�G] G[�LG\ �　となります。

　�' &I� 
] G] ' & � 
�X LY � 
�G[ LG\  ' & � 
�XG[ YG\ �L' & � 
�XG\ YG[ �

　　　　　　� ' & � ��� 
�X LY G[ � 
��Y LX G\ �　　ここでグリーンの定理を適用すると

　　　　　　� � '
� ��� 
�� \X \LY � 
�� [Y [LX G[G\�

　　よって　　　�' &I� 
] G]� L� '
� ��� 
�[X \Y L� 
�\X [Y G[G\�　　となりますが

�I� 
] ��が領域��'��で正則であればコーシー�リーマンの関係式を満たすので

　� [X  \Y ��� \X  � [Y ��となり　　�' &I� 
] G] �　　が成立します。�

次はこの定理をさらに発展させていきます。


